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Abstrakt
Extre´my funkce jedne´ a v´ıce promeˇnny´ch je problematika, ve ktere´ se snazˇ´ıme vypocˇ´ıtat
maximum nebo minimum funkce. Maximum a minimum funkce mu˚zˇe by´t loka´ln´ı, globa´ln´ı
a u extre´mu˚ funkce v´ıce promeˇnny´ch jesˇteˇ va´zane´. K vy´pocˇtu na´m poma´haj´ı zejme´na
derivace funkce, ktere´ polozˇ´ıme rovny nule a z´ıska´me staciona´rn´ı bod. Staciona´rn´ı bod je
bodem, ve ktere´m prˇedpokla´da´me existenci maxima cˇi minima funkce.
Summary
Extremes of single and multi-variable functions are problems in which we try to solve
maximum or minimum of function. Maximum and minimum of function can be local,
global and by the functions of multi-variable bounded. For calculation help us derivative
of function, which we put equal to zero and we get out a stationary point. The stationary
point is a point, in which we suppose existence of maximum or minimum of function.
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1. Úvod
Hledání extrémů funkce jedné a více proměnných je nedílnou součástí matematiky a
v přeneseném významu i běžného života. Využitím extrému funkce v životě se zabývá
optimalizace, která řeší například problémy malých vkladů a velkých zisků.
V této práci se zaměříme na extrémy funkce jako takové. V první části zavedeme
definice, které nám pomohou lépe porozumět definicím extrémů funkce.
V další, nejdelší části, budou nadefinovány extrémy funkce jedné proměnné a extrémy
funkce více proměnných. A to lokální a globální extrémy funkce, podmínky existence
a pro extrémy funkce více proměnných nezapomene na vázané extrémy. Dále uvedeme
algoritmy pro nalezení extrémů funkce na řešených příkladech. Definice a některé příklady
jsou doplněny grafy, aby si čtenář udělal o funkci lepší představu.
Součástí práce je i naznačení numerických metod řešení problému. Tomuto jsou věno-
vány kapitoly 3 a 4. Vždy byla vybrána jedna numerická metoda, jak pro funkce jedné
proměnné, tak i pro funkce více proměnných a stručně popsána.
Poslední kapitolou je hledání extrémů funkce více proměnných pomocí softwaru Maple.
Je zde uveden příklad pro funkci dvou proměnných a poté i příklad z praxe, řešený pro
firmu ABB s.r.o.
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2. EXTRÉMY FUNKCE JEDNÉ
A VÍCE PROMĚNNÝCH
2.1. Základní definice potřebné pro zavedení extrémů
funkce
Nejprve zavedeme potřebné definice a pojmy, které se budou později objevovat v definicích
samotných extrémů funkce. Převzato z [3], [4], [5], [6].
Definice 1. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 ∈ R+ limitu a ∈ R+ právě když
platí
∀U(a) ∃U(x0) : ∀x ∈ U(x0)− {x0} platí f(x) ∈ U(a).
Definice 2. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá v bodě x0 ∈ R právě když
lim
x→x0
f(x) = f(x0).
Věta 1. (1.Weierstrassova)Nechť f(x) je spojitá na 〈a, b〉 =⇒ f(x) je na 〈a, b〉 ohrani-
čená.
Věta 2. (2.Weierstrassova)Nechť f(x) je spojitá na 〈a, b〉 =⇒ f(x) nabývá na 〈a, b〉 své
největší a nejmenší hodnoty.
Věta 3. (Bolzanova)Nechť f(x) je spojitá na 〈a, b〉 a f(a)f(b) < 0 =⇒ ∃ c ∈ (a, b)
takové, že
f(c) = 0.
Definice 3. Nechť f je funkce a x0 ∈ R. Existuje-li vlastní limita
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0 ,
řekneme, že funkce f je derivovatelná v bodě x0 a tuto limitu nazýváme derivací funkce
v bodě x0 a značíme ji f
′
(x0). V ostatních případech, tj. limita je rovna ±∞, nebo nee-
xistuje, řekneme, že funkce f derivaci v bodě x0 nemá.
(Vlastní limita ve vlastním bodě:
lim
x→a f(x) = L.
Vlastní limita v nevlastním bodě:
lim
x→±∞ f(x) = L).
Definice 4. Buď f : Rn → R reálná funkce n reálných proměnných, a = [a1, . . . , an],
1 ≤ i ≤ n. Položme fi : R → R, kde fi(xi) = f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an)
a Dfi = xi ∈ R : [a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an] ∈ Df . Funkce f ′(xi) : Rn → R přiřa-
zující každému x ∈ Df ′(xi) číslo f ′xi(x) se nazývá parciální derivace funkce f podle xi.
Místo f
′
(xi) lze psát
∂f
∂xi
.
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Věta 4. Nechť funkce f(x1, x2, . . . , xn) je v bodě a = [a1, a2, . . . , an] hladká. Diferenciálem
funkce f(x1, x2, . . . , xn) v bodě a = [a1, a2, . . . , an] rozumíme výraz
df(a) =
∂f(a)
∂x1
dx1 +
∂f(a)
∂x2
dx2 + . . .+
∂f(a)
∂xn
dxn.
Definice 5. Buď f : Rn → R, a ∈ Df . Řekneme, že f je diferencovatelná v bodě a, když
∀h ∈ Vn takový, že a+ h ∈ Df
platí f(a+ h)− f(a) = gradf(a) · h+ |h| · τ(h),
kde lim
h→0
τ(h) = 0.
Funkce τ(h) se nazývá nulová funkce. Číslo
dfh(a) = grad f(a) · h = (f ′x1(a), . . . , f
′
xn(a)) · (h1, . . . , hn) =
n∑
i=1
f
′
xi
(a)hi
se nazývá totální diferenciál funkce f v bodě a při přírůstku h a zobrazení df(a) : Vn → R
se nazývá diferenciál funkce f v bodě a.
Věta 5. (Taylorova věta)Buď f : Rn → R, Ω ⊆ Df otevřená množina.Nechť m ∈ N
a libovolné x ∈ Ω existuje dm+1h f(x). Buď a ∈ Ω, h = (h1, . . . , hn) ∈ Vn a nechť úsečka a,
a+h leží v Ω. Pak existuje t ∈ R, 0 < t < 1 tak, že platí
f(a+ h) = f(a) +
1
1!
dhf(a) +
1
2!
d2hf(a) + . . .+
1
m!
dmh f(a) +
1
m+ 1!
dm+1h f(a+ th).
2.2. Extrémy funkce jedné proměnné
Převzato z [1], [7], [8], [9], [11], kde lze najít i důkazy jednotlivých vět.
2.2.1. Lokální extrémy funkcí
Definice 6. Nechť funkce y = f(x) je definovaná ne nějakém intervalu I. Nechť x1, x2
jsou hodnoty z tohoto intervalu.Potom řekneme, že:
a) f(x) je rostoucí na intervalu I, jestliže pro každé x1 < x2 platí f(x1) < f(x2),
b) f(x) je klesající na intervalu I, jestliže pro každé x1 < x2 platí f(x1) > f(x2),
c) f(x) je konstantní na intervalu I, jestliže pro každé x1, x2 platí f(x1) = f(x2).
K definici 6 náleží obrázky 2.1, 2.2, 2.3.
Dále je možné funkci rostoucí, klesající a konstantní nadefinovat pomocí derivace
funkce.
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Obrázek 2.1: Funkce rostoucí Obrázek 2.2: Funkce klesající
Obrázek 2.3: Funkce konstantní
Věta 6. Nechť y = f(x) je funkce spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a diferencovatelná
na otevřeném intervalu (a, b).
a) Je-li f
′
(x) > 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) rostoucí na 〈a, b〉.
b) Je-li f
′
(x) < 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) klesající na 〈a, b〉.
c) Je-li f
′
(x) = 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) konstantní na 〈a, b〉.
Definice 7. Funkce f definovaná v okolí Ua bodu a má v bodě a lokální maximum (resp.
lokální minimum), jestliže existuje takové okolí (a− δ, a+ δ) ⊂ Ua bodu a, že platí
f(a) ≥ f(x) pro |x− a| < δ
{resp.f(a) ≤ f(x) pro |x− a| < δ}.
Lokální maxima a minima souhrně nazýváme lokální extrémy. Jestliže v nerovnostech
platí znaménko rovnosti jen pro x = a, potom řekneme, že lokální maximum {resp. lokální
minimum} je ostré.
Věta 7. Spojitá funkce, jejíž derivace mění v bodě a znaménko, má v bodě a ostrý lokální
extrém.
Věta 8. Jestliže je funkce f v bodě a derivovatelná a nabývá v něm lokální extrém, potom
musí platit rovnost
f
′
(a) = 0. (2.1)
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Body a, pro které je f
′
(a) = 0 nazýváme stacionární body funkce f. Rovnost (2.1) je
nutnou podmínkou pro existenci extrému.
Dále zavádíme tzv. postačující podmínky pro existenci extrému. Postačující podmín-
kou pro existenci minima je
f
′
(a) = 0 ∧ f ′′(a) > 0.
pro maximum je to
f
′
(a) = 0 ∧ f ′′(a) < 0.
Obrázek 2.4: Derivace existuje Obrázek 2.5: Derivace neexistuje
Obrázek 2.6: Derivace je nulová, ale nejedná se o extrém
Pokud je však nulová první i druhá derivace, nemůžeme o chování funkce v okolí
takového bodu na základě výše uvedených vět a definic říci nic určitého a musíme užít
věty obecnější.
Věta 9. (Silnější postačující podmínka existence ostrého lokálního extrému) Platí-li
f
′
(a) = f
′′
(a) = . . . = f (n)(a) = 0 af (n+1)(a) 6= 0,
kde n je liché, nabývá funkce f v bodě a lokálního minima pro
f (n+1)(a) > 0
a lokálního maxima pro
f (n+1)(a) < 0.
Je-li n sudé, nemá funkce f v bodě a žádný lokální extrém.
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Jak najít lokální extrém funkce?
a) Nejprve řešíme rovnici f
′
(x) = 0, čímž nalezneme body možného výskytu lokálního
extrému.
b) V každém z takto nalezených bodů určíme znaménko druhé derivace.
c) Je-li druhá derivace kladná, nabývá funkce v tomto bodě lokálního minima.
d) Je-li druhá derivace záporná, nabývá funkce v tomto bodě lokálního maxima.
Je-li naleznutý extrém jediným extrémem funkce f , jedná se zároveň i o globální
extrém funkce f .
Příklady jsou voleny tak, aby byl ihned zřejmý algoritmus hledání extrému.
Příklad 1: Určete lokální extrém funkce y = x − ln(1 + x).Df = (−1,∞). Určíme
první derivaci funkce.
f
′
(x) = 2x
Položíme rovnu nule
2x = 0 =⇒ x = 0.
Máme stacionární bod. Znaménko druhé derivace f
′′
(x) = 2 je kladné, takže v bodě
[x = 0, y = 0] je lokální minimum. Pro názornost uvedeme graf funkce.
Obrázek 2.7: Graf funkce
Příklad 2: Určete lokální extrémy funkce y = ex 3
√
x2. I = R. Nejprve zjistíme nulové
body a body nespojitosti y
′
.První derivace vypadá takto:
y
′
= exx
2
3 + ex
2
3
x−
1
3 =
(3x+ 2)ex
3 3
√
x
.
Bodem nespojitosti funkce y
′
je bod x1 = 0. Nulový bod získáme vyřešením rovnice
(3x+ 2)ex = 0
3x+ 2 = 0
x2 = −23
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Obrázek 2.8: Rozdělení intervalu
Body x1, x2 rozdělí R na tři intervaly.
Dále vyšetříme znaménka na třech částech intervalu. A to užitím nerovností:
y
′
(−1) > 0, y′(−1
2
) < 0, y
′
(1) > 0.
Derivace funkce y mění v bodech x1 = 0 a x2 = −23 znaménko, což znamená, že v těchto
bodech existují lokální extrémy. Bod x2 = −23 je stacionární bod. Monotónnost funkce y
se v bodech x1, x2 mění, viz obrázek 2.9.
Obrázek 2.9: Monotónnost funkce
Nakonec si ukážeme graf funkce y = ex 3
√
x2.
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Obrázek 2.10: Graf funkce
2.2.2. Globální(absolutní) extrémy funkcí
Věta 10. Nechť funkce f je definovaná v intervalu I. Potom funkce f nabývá v bodě a ∈ I
globální maximum (resp. globální minimum), jestliže platí
f(a) ≥ f(x)
{resp. f(a) ≤ f(x)} pro ∀x ∈ I.
Vyšetřování globálních exrémů funkce f.
Nejprve vyšetříme lokální extrémy funkce a určíme jejich funkční hodnoty, které po-
rovnáme s funkčními hodnotami v krajních bodech intervalu. Nejvyšší funkční hodnota
určuje bod, ve kterém nastává globální maximum, nejnižší funkční hodnota určí bod, ve
kterém nastává globální minimum. Globální extrém může nastat současně ve více bodech.
Příklad 3: Určete globální extrémy funkce y = x2 − 6x + 10. I = 〈−1, 5〉. Určíme
první derivaci
f
′
(x) = 2x− 6
Položíme rovno nule
2x− 6 = 0 =⇒ x = 3
V tomto bodě určíme funkční hodnotu
f(3) = 32 − 63 + 10 = 1
Dále určíme funkční hodnoty v krajních bodech
f(−1) = (−1)2 − 6(−1) + 10 = 17
f(5) = 52 − 6(5 + 10) = 5
Globální extrémy funkce y = x2 − 6x+ 10 tedy jsou: [x = −1, y = 17][x = 3, y = 1].
Na obrázku 2.12 je uvedeno lokální minimum v bodě x1 a globální minimum v bodě
x2, aby byl rozdíl na první pohled patrný.
10
2.2. EXTRÉMY FUNKCE JEDNÉ PROMĚNNÉ
Obrázek 2.11: Graf funkce
Obrázek 2.12: Globální a lokální extrém
2.2.3. Konkávnost a konvexnost. Inflexní bod
Věta 11. Řekneme, že funkce f definovaná v okolí Ua bodu a je v bodě a konvexní {resp.
konkávní}, jestliže existuje takové okolí (a− δ, a+ δ) ⊂ Ua bodu a, že část grafu funkce f
odpovídající bodům x z tohoto okolí leží nad {resp. pod} tečnou v bodě a. Přechází-li graf
v bodě a z jedné tečny na druhou, potom říkáme, že funkce f má v bodě a inflexní bod.
Tečna v bodě a má rovnici:
y − f(a) = f ′(a)(x− a).
Platí tedy
Věta 12. Funkce f je v bodě a konvexní {resp. konkávní}, jestliže platí
f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a) pro |x− a| < δ
{resp.f(x) ≤ f(a) + f ′(a)(x− a) pro |x− a| < δ}.
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Věta 13. (Postačující podmínka pro konvexnost a konkávnost) Jestliže funkce f má spo-
jitou derivaci f
′
v nějakém okolí bodu a a v samotném bodě a existuje i druhá derivace
f
′′
(a), přičemž f
′′
(a) 6= 0, potom funkce f je v bodě a ryze konvexní
je− lif ′′(a) > 0
nebo ryze konkávní
je− lif ′′(a) < 0.
Z této věty plynou dva důsledky:
1. Jestliže f
′′
(a) 6= 0, potom funkce f nemůže mít v a inflexní bod. Existuje-li tedy
druhá derivace f
′′
(a) a funkce f má v bodě a inflexní bod, potom platí
f
′′
(a) = 0.
2. Je-li f
′′
(x) > 0 {resp. f ′′(a) < 0} všude v intervalu I, potom je funkce f v intervalu
I ryze konvexní {resp. ryze konkávní}.
Obrázek 2.13: Funkce konvexní v a Obrázek 2.14: Funkce konkávní v a
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Příklad 4: Určete intervaly, na kterých je funkce f(x) = 3x5−5x4+4 konvexní nebo
konkávní a inflexní body. Nejprve vypočítáme první a druhou derivaci
f
′
(x) = 15x4 − 20x3
f
′′
(x) = 60x3 − 60x2
Druhou derivaci položíme rovnu nule
60x3 − 60x2 = 0 =⇒ x1 = 0, x2 = 1
Máme nulové body funkce f
′′
.
Určíme konvexnost a konkávnost ne jednotlivých intervalech.
f
′′
(−1) = −60− 60 = −120
f
′′
(
1
2
) = 7.5− 15 = −7.5
f
′′
(2) = 480− 240 = 240
Dostaneme tento případ:
Funkce f(x) = 3x5−5x4+4 je konkávní na intervalu (−∞, 1) a konvexní na intervalu
(1,∞).
Obrázek 2.15: Rozdělení intervalu
13
2.3. EXTRÉMY FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH
Obrázek 2.16: Graf funkce
2.3. Extrémy funkce více proměnných
Převzato z [2], [7], [10].
2.3.1. Kvadratické formy
V tomto odstavci zavedeme důležitou součást extrémů funkce a to jsou kvadratické formy.
Definice 8. Nechť −→u je vektor vázaný s počátkem v a a koncem v x a
u = (dxi, . . . , dxn) = (x1 − a1, . . . , xn − an).
Pak zobrazení, které přiřazuje vektoru −→u číslo
n∑
i,j=1
aijdxidxj
nazýváme kvadratická forma a značíme ji κ.
Pro lepší pochopení definice uveďme příklad. Pro n=2 uvažujme kvadratickou formu
κ = 4dx2 + 5dxdy + 6dy2 a vektor −→u = (1, 5),tedy κ(−→u ) = 4 · 12 + 5 · 1 · 5 + 6 · 52.
Jestliže je splněna předchozí definice, pak můžeme zavést další pojem, kterým jematice
kvadratické formy. Tuto matici označíme D. Matice má tvar
D =

a11 . . . a1n
a21
. . .
...
an1 . . . ann
 .
V našem příkladě κ = 4dx2 + 5dxdy + 6dy2 je a11 = 4, a12 = a21 = 52 , a22 = 6.
Matice kvadratické formy je symetrická, tzn. aij = aji ∀i, j.
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Rozdělení kvadratických forem: Pro každý −→u 6= −→0 platí
a) Je-li κ(−→u ) > 0 pak je κ pozitivně definitní.
b) Je-li κ(−→u ) < 0 pak je κ negativně definitní.
c) Je-li κ(−→u ) ≥ 0 pak je κ pozitivně semidefinitní.
d) Je-li κ(−→u ) ≤ 0 pak je κ negativně semidefinitní.
e) Existuje-li −→u , −→v tak, že κ(−→u ) > 0, κ(−→v ) < 0 je indefinitní.
2.3.2. Lokální extrémy
Definice 9. Řekneme, že f : Rn → R má v bodě a ∈ Df
1. lokální maximum, když existuje U(a, δ) ⊆ Df tak, že pro všechna x ∈ U(a, δ)
platí f(x) ≤ f(a),
2. lokální minimum, když existuje U(a, δ) ⊆ Df tak, že pro všechna x ∈ U(a, δ)
platí f(a) ≤ f(x).
Bod a ∈ Df se nazývá stacionární bod, když pro každé i = 1, . . . , n platí f ′xi(a) = 0.
Věta 14. Nutná podmínka pro existenci extrému v bodě a je
f
′
x1
(a) = 0, . . . , f
′
xm(a) = 0.
Věta 15. Postačující podmínka pro existenci lokálního maxima {resp. minima} ve staci-
onárním bodě a je
d2(fa) <> 0.
Věta 16. Nechť funkce f : Rn → R má v bodě a ∈ Df lokální extrém a pro každé
i = 1, . . . , n existuje f
′
xi
(a). Pak pro každé i = 1, . . . , n platí f
′
xi
(a) = 0, což znamená, že
grad f(a) je nulový vektor.
Věta 17. Funkce f může mít lokální extrémy pouze ve stacionárních bodech, nebo v
bodech, v nichž neexistuje aspoň jedna parciální derivace prvního řádu.
Definice 10. Buď a ∈ Df a nechť pro ∀i, j = 1, . . . , n existuje f ′′xixj(a). Položme
Dk(a) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f
′′
x1x1
(a) . . . f
′′
x1xk
(a)
f
′′
x2x1
(a)
. . .
...
f
′′
xkx1
(a) . . . f
′′
xkxk
(a)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
Věta 18. (Sylvestrovo rozhodovací kritérium)Buď f : Rn → R, a ∈ Df stacionární bod.
Nechť existuje d2f(a). Platí
1. Jestliže D1(a) > 0, D2(a) > 0, . . . , Dn(a) > 0, pak f má v a lokální minimum
2. Jestliže D1(a) < 0, D2(a) > 0, . . . , Dn(a)(−1)n > 0, pak f má v a lokální maximum
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3. Nechť nenastane ani (1) ani (2) a ∀k = 1, . . . , n platí Dk(a) 6= 0. Pak v bodě a není
lokální extrém.
Věta 19. Funkce několika nezávisle proměnných může mít lokální extrém jen v takovém
bodě, ve kterém její první parciální derivace podle všech nezávisle proměnných, pokud
existují, jsou rovny nule.
Postup pro nalezení lokálních extrémů funkce více proměnných:
1. Nejprve vypočítáme první parciální derivace a ty položíme rovny nule, čímž dosta-
neme soustavu rovnic.
2. Určíme všechna řešení soustavy rovnic. Dostaneme stacionární body. Dále nalezneme
body, ve kterých neexistuje alespoň jedna první parciální derivace.
3. Spočítáme druhé parciální derivace a určíme hodnoty matice funkcí f
′′
(a) ve staci-
onárních bodech.
4. Určíme hlavní subdeterminantyDk. Dále podle Sylvestrova kritéria rozhodneme o exis-
tenci extrému v a.
5. Nepomůže-li nám Sylvestrovo kritérium v rozhodování o extrému, musíme se řídit
podle definice extrému funkce více proměnných. Spočítáme tedy f(a). Zvolíme pod-
množiny okolí bodu a. Na těchto podmnožinách se snažíme dokázat, že není splněna
definiční podmínka pro extrém, tedy, že v a není extrém.
Příklad 5: Najděte lokální extrémy funkce f(x, y, z) = x+ y
2
4x +
z2
y
+ 2
z
. Vypočítáme
první parciální derivace:
∂f
∂x
= 1 + y2(−4x−2) = 1− y
2
4x2
= 0
∂f
∂y
=
2y
4x
=
y
2x
− z
2
y2
= 0
∂f
∂z
=
2z
y
+ 2(−z−2) = 2z
y
− 2
z2
= 0
Řešíme tedy soustavu rovnic:
1− y
2
4x2
= 0
y
2x
− z
2
y2
= 0
2z
y
− 2
z2
= 0
Výpočet: 1. rovnice
1 =
y2
4x2
16
2.3. EXTRÉMY FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH
y2 = 4x2
2. rovnici umocníme
y2
4x2
=
z4
y4
z4 = y4
3. rovnici vydělíme 2 a máme tedy
z
y
=
1
z2
z3 = y
Dosadíme
z4 = z12
z8 = 1
y
2x
= 1
x =
y
2
Dostáváme
x = −12 , y = −1, z = −1
x = 12 , y = 1, z = 1
Řešením jsou dva stacionární body A = [−12 ,−1,−1] a B[12 , 1, 1].
Vypočítáme druhé parciální derivace:
f
′′
xx =
y2
2x3
f
′′
xy = −
y
2x2
f
′′
xz = 0
f
′′
yy =
1
2x
+
2z3
y3
f
′′
yz = −
2z
y2
f
′′
zz =
2
y
+
4
z3
Sestavíme matici D pro bod A
D(A) =
∣∣∣∣∣∣∣
−4 2 0
2 −3 2
0 2 −6
∣∣∣∣∣∣∣ .
Jednotlivé subdeterminanty se tedy rovnají
D1 = | − 4| = −4 < 0
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D2 =
∣∣∣∣∣ −4 22 −3
∣∣∣∣∣ .
D2 > 0
D3 =
∣∣∣∣∣∣∣
−4 2 0
2 −3 2
0 2 −6
∣∣∣∣∣∣∣ .
D3 < 0
Matice D pro bod B
D(B) =
∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 0
−2 3 −2
0 −2 6
∣∣∣∣∣∣∣ .
Subdeterminanty
D1 = |4| = 4 > 0
D2 =
∣∣∣∣∣ 4 −2−2 3
∣∣∣∣∣ .
D2 > 0
D3 =
∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 0
−2 3 −2
0 −2 6
∣∣∣∣∣∣∣ .
D3 > 0
Na závěr příkladu můžeme říct, že v bodě A je lokální maximum, jelikož d2fA je
negativně definitní a v bodě B je lokální minimum, jelikož d2fB je pozitivně definitní.
2.3.3. Vázané extrémy
Definice 11. Buďte f : Rn → R, m < n, g1, . . . , gm : Rn → R funkce. Položme
a) V = {x ∈ Rn, g1(x) = 0∧. . .∧gm(x) = 0}. Řekneme, že f má v bodě a ∈ Df∩V vázané
lokální maximum, podmínkou a ∈ V , když ∃U(a, δ) tak, že ∀x ∈ U(a, δ) ∩Df ∩ V
platí
f(x) ≤ f(a).
b) V = {x ∈ Rn, g1(x) = 0∧. . .∧gm(x) = 0}. Řekneme, že f má v bodě a ∈ Df∩V vázané
lokální maximum, podmínkou a ∈ V , když ∃U(a, δ) tak, že ∀x ∈ U(a, δ) ∩Df ∩ V
platí
f(a) ≤ f(x).
18
2.3. EXTRÉMY FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH
Vázaná lokální minima a maxima funkce f se nazývají vázané lokální extrémy. Pod-
mínka a ∈ V se nazývá vazba a rovnice g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0 se nazývají vazebné
podmínky.
V případě, že některé proměnné lze z vazeb vyjádřit, tak to uděláme. V ideálním
případě nezůstane žádná vazba a my dostaneme funkci jedné proměnné. Je-li tomu jinak
musíme sestrojit Lagrangeovu funkci.
Věta 20. (Lagrange)Buďte f : Rn → R, m < n, g1, . . . , gm : Rn → R funkce spojitě
diferencovatelné na otevřené množině Ω obsahující V a nechť a ∀x ∈ Ω platí, že hodnost
matice
[
∂gi
∂xj
(x)
]
i,j
je rovna m. Buď L : Rn → R funkce definovaná vztahem
L(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + λ1g1(x1, . . . , xn) + . . .+ λmgm(x1, . . . , xn).
Funkce L se nazývá Lagrangeova funkce a konstanty λ1, . . . , λm ∈ R se nazývají
Lagrangeovy multiplikátory. Nechť systém m+ n rovnic o m+ n neznámých
L
′
x1
= 0
...
L
′
xn = 0
g1 = 0
...
gm = 0
má řešení [a1, . . . , an, λ01, . . . , λ
0
m]. Má-li L v bodě a = [a1, . . . , an] pro λ
0
1, . . . , λ
0
m lokální
extrém, pak má f v bodě a vázaný lokální extrém téhož typu s vazbou a ∈ V . Nemá-li L
lokální extrém, neplyne odtud, že f nemá vázaný lokální extrém.
Příklad 6: Najděte vázané extrémy funkce f(x, y) = xy s vazbou x2+y2 = 1. Řešení:
Lagrangeova funkce je tvaru:
L(x, y) = xy + λ(x2 + y2 − 1)
Funkce zderivujeme:
L
′
x = y + 2λx
L
′
y = x+ 2λy
L
′
λ = x
2 + y2 − 1
Dostali jsme soustavu tří rovnic o třech neznámých. Po úpravě dostaneme y = x, což
dosadíme do třetí rovnice a dostaneme bod x = ± 1√
2
. Z první rovnice vyjádříme λ.
2λ = −y
x
λ = − y
2x
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Z podmínky y = x plyne, λ = −12 . Dostaneme čtyři stacionární body:
A = [
1√
2
,
1√
2
,−1
2
]
B = [− 1√
2
,− 1√
2
,−1
2
]
C = [
1√
2
,− 1√
2
,−1
2
]
D = [− 1√
2
,
1√
2
,−1
2
]
Vyšetříme stacionární body pomocí druhé derivace Lagrangeovy funkce a sestavíme
matici L
′′
.
L
′′
xx = 2λ = −1
L
′′
xy = 1
L
′′
yy = 2λ = −1
Matice je tvaru:
L
′′
=
∣∣∣∣∣ −1 11 −1
∣∣∣∣∣ .
Protože D1 = −1, D2 = 0, nelze o extrému rozhodnout. Musíme ale postupovat dále
a snažit se vázaný extrém najít ze zadané vazby x2 + y2 = 1. Vazbu zderivujeme:
2xdx+ 2ydy = 0
dy = −x
y
dx
−dx2 + 2dx(−x
y
dx)− (−x
y
dx)2 =
−dx2 − 2x
y
dy2 − x
2
y2dx2
−(1 + 2x
y
+
x2
y2
)dx2
Dosadíme bod A a dostaneme x = y =⇒ −4dx2, což je negativně definitní kvadratická
forma, tudíž v bodě [ 1√
2
, 1√
2
] má funkce lokální vázané maximum.
2.3.4. Globální extrémy
Definice 12. Buď f : Rn → R, Ω ∈ Df , a ∈ Ω
a) Řekneme, že f má v bodě a globální maximum na Ω, když ∀x ∈ Ω platí f(x) ≤ f(a).
Klademe maxf(Ω) = f(a).
b) Řekneme, že f má v bodě a globální minimum na Ω, když ∀x ∈ Ω platí f(a) ≤ f(x).
Klademe minf(Ω) = f(a).
20
2.3. EXTRÉMY FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH
Hodnoty maxf(Ω) a minf(Ω) se nazývají globální maximum a globální minimum funkce
f na množině Ω. Místo označení globální se též užívá absolutní. Jestliže rovnosti platí
ostře (f(x) <> f(a)), nazývají se extrémy ostré globální maximum (minimum).
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3. Numerické metody řešení pro
funkce jedné proměnné
3.1. Numerické metody
Numerické metody pro hledání extrémů funkce jedné proměnné jsou tyto:
1. Metoda zlatého řezu
2. Parabolická interpolace
3. Hledání extrémů funkce jedné proměnné s užitím derivace
3.2. Metoda zlatého řezu
Převzato z [12].
Budeme metoda vysvětlovat na minimu funkce. V této metodě je nutné si nejprve
ohraničit polohu minima. Pro ohraničení extrému musíme znát hodnoty funkce ve třech
bodech. Jsou to body a, b, c, pro které platí:
a < b < c.
Ke zúžení intervalu ohraničující kořen je zapotřebí 4. bod x. Označme:
W =
b− a
c− a
Z =
x− b
c− a
Pokud
f(x) ≥ f(b),
pak minimum náleží intervalu (a, x) o délce W + Z z původního intervalu, při
f(x) ≤ f(b),
minimum padne do intervalu (b, c) o délce 1−W z původního intervalu. Budeme zužovat
interval rovnoměrně, tedy W + Z = 1 −W. Dále budeme chtít, aby zužování intervalu
mohlo dále rovnoměrně pokračovat, tedy chceme, aby bod Z dělil interval (W, 1) stejně
jako bod W dělil interval (0, 1).
Z
1−W = W =⇒ W =
3−√5
2
= 0.38197
Toto číslo se nazývá zlatý řez. Platí, že chyba i+1 určení minima v i+ 1 iteraci je:
i+1 = (1−W ) · i.
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4. Numerické metody řešení pro
funkce více proměnných
4.1. Numerické metody
Numerické metody pro hledání extrémů funkce více proměnných jsou tyto:
1. Simplexová metoda
2. Metoda konjugovaných gradientů
3. Metoda konjugovaných směrů
4. Gauss-Newtonova metoda
5. Levenberg-Marquardtova metoda
4.2. Metoda konjugovaných gradientů
Převzato z [13].
Gradient je směr největšího poklesu, proto pokud můžeme počítat parciální derivace,
minimalizací ve směru gradientu ušetříme N kroků. Najdeme-li v daném směru minimum,
je další gradient kolmý k původnímu.
Metoda největšího spádu může mít tedy podobný nedostatek jako metoda pevných
směrů −→ velké množství malých kroků pro úzká dlouhá údolí =⇒potřeba lepší volby
směrů - konjugované gradienty. Metoda užívá první parciální derivace. Funkci vyjádříme
ve tvaru:
f(−→x ) ≈ c−−→b T−→δ x− 1
2
−→
δ xTA
−→
δ x.
Dále musíme najít Pi+1 minimalizací ve směru −∇f(Pi). Potom ∇f(Pi+1)⊥∇f(Pi).
Potřebujeme směr −→u i+1 takový, že −→u iA−→u i+1 = 0. Nechť A je symetrická a pozitivně
definitní v okolí minima. Nechť −→g i, −→h i jsou posloupnosti vektorů takové, že platí:
−→g i+1 = −→g i − λiA−→h i
−→
h i+1 =
−→g i+1 + γi−→h i, kde
λi =
−→g i−→g i−→g iA−→g i a
γi = −
−→g i+1A−→h i−→
h iA
−→
h i
.
Pak platí:
−→g i−→g j = 0 a −→h iA−→h j = 0.
Pro kvadratickou formu lze γi a λi spočítat následovně:
γi =
−→g i+1−→g i+1−→g i−→g i =
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=
(−→g i+1 −−→g i)−→g i+1−→g i−→g i
λi =
−→g i−→h i−→
h iA
−→
h i
Pro kvadratickou formu není rozdíl mezi oběma způsoby stanovení γi, obecně je většinou
výhodnější Polak-Ribierova metoda. Při hledání minima budou vektory −→g i = −∇f(Pi)
označovat směr největšího spádu a vektory
−→
h i směry hledání minima ve směru bodu Pi.
Postup hledání minima metodou konjugovaných gradientů:
1. Počáteční odhad je P0,
−→g 0 = −∇f(P0) a −→h 0 = −→g 0.
2. Minimalizací ve směru
−→
h 0 získáme P1.
3. Známe P1 a vypočteme
−→g 1 = −∇f(Pi).
4. Vypočteme
γ0 =
−→g 1−→g 1−→g 0−→g 0 nebo
γ0 =
(−→g 1 −−→g 0−→g 1)−→g 0−→g 0
První způsob výpočtu γ0 je Fletcher-Reevesova metoda, druhý je Polak-Ribierova
metoda.
5. Vypočteme −→
h 1 =
−→g 1 + γ0−→h 0
6. Minimalizací ve směru
−→
h 1 získáme bod P2.
7. Opakujeme 3, 4, 5, 6, dokud není minimum nalezeno s dostatečnou přesností.
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5. Hledání extrémů funkce více
proměnných pomocí MAPLE
5.1. Práce s programem MAPLE
MAPLE je program kanadské firmy Waterloo Maple určený pro řešení úloh z oblasti
symbolické či numerické matematiky. Název programu prý není odvozen z kanadského
národniho symbolu - javoru (maple) - ale ze zkratky slov MAthematics PLEasure. Ne-
ustále se vyvíjí a stává se uživatelsky stále příjemnější. K řešení úloh, ve kterých jde o
hledání extrémů funkcí je MAPLE především výpočtářem, který nás ušetří zdlouhavých a
pracných výpočtů na papíře. Používají se víceméně základní příkazy jako je diff, evalf,
subs, assume, expand, factor, plot, . . . a některé příkazy přístupné v rámci knihovny
plots jako jsou například it plot3d, display, display3d, contourplot, . . . MAPLE má také
poměrně široké možnosti při komunikaci s jinými programy. Lze například exportovat
vypočtené výrazy do programu LaTeX a dále je tímto programem zpracovat, což se hodí
například pro vydávání skript a jiné vědecké literatury. Také je podporována standartní
komunikace programů přes schránku (anglicky clipboard), takže je možné výsledky výpo-
čtů přímo zapsat například do dokumentu ve Wordu.
5.2. Řešení úloh na hledání extrémů pomocí MAPLE
Pokud se jedná o řešení nějakého snadnějšího úkolu, tak je výhodné si nejprve udělat
představu podle obrázku. To znamená, že musíme MAPLE přimět k tomu, aby nám danou
funkci vykreslil tak, aby byly hledané extrémy vidět na první pohled. Potom následuje
výpočet, který můžeme mít pod kontrolou právě díky tomu, že předem víme, kde zhruba
se dají extrémy očekávat.
5.2.1. Jednoduchá úloha v prostoru
Vypočtěte extrémy funkce f(x, y) = xye−
(x2+y2)
2 . Výpočet pomocí Maple.
Do programu Maple zadáme funkci, na které hledáme extrémy.
f:=(x,y)->x*y*exp(-(x^2+y^2)/2);
f := (x, y)− > xye(−12 x2− 12y2)
Vykreslíme si graf této funkce, aby bylo vidět jak funkce vypadá a kde tedy máme
extrémy očekávat.
plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,style=patch,axes=framed,grid=[40,30],labels=[x,y,z]);
Dále si znázorníme vrstevnice.
with(plots):contourplot(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,axes=boxed);
contourplot(xye(−
x2
2 − y
2
2 ), x = −3..3, y = −3..3, axes = boxed)
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Obrázek 5.1: Graf funkce f(x, y) = xy e−
(x2+y2)
2
Určíme stacionární body.
SB:=solve(diff(f(x,y),x),diff(f(x,y),y,x,y);
SB := ((x = RootOf(e(
−z2
2 − y
2
2 )), y = y)
y = 1, x = 1, y = −1, x = 1, x = −1, y = 1, x = −1, y = −1, y = 0, x = 0
map(allvalues, SB);
y = 1, x = 1, y = −1, x = 1, x = −1, y = 1, x = −1, y = −1, y = 0, x = 0
Výpočet druhých derivací.
fxx:=factor(diff(f(x,y),x,x));
fxx := xye(−
x2
2 − y
2
2 )(−3 + x2)
fxy:=factor(diff(f(x,y),x,y));
fxy := e(−
x2
2 )−( y
2
2 )(y − 1)(y + 1)(x− 1)(x+ 1)
fyy:=factor(diff(f(x,y),y,y));
fyy := xye(−
x2
2 )−( y
2
2 )(−3 + y2)
D2:=factor(fxx*fyy-fxy2^);
D2 := −(e(−x
2
2 )−( y
2
2 ))2(−5x2y2 + y4x2 + x4y2 + 1 + y4 + x4 − 2x2 − 2y2)
Výpočet hodnot fxx a D2 ve stacionárních bodech.
evalf(subs(x=1,y=1,[fxx,D2]));
[−0.7357588824, 0.5413411332]
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evalf(subs(x=-1,y=-1,[fxx,D2]));
[−0.7357588824, 0.5413411332]
V těchto bodech, tedy v [1, 1], [−1,−1] nastává ostré lokální maximum.
evalf(subs(x=-1,y=1,[fxx,D2]));
[0.7357588824, 0.5413411332]
evalf(subs(x=1,y=-1,[fxx,D2]));
[0.7357588824, 0.5413411332]
evalf(subs(x=0,y=0,[fxx,D2]));
[0,−1]
V bodech [−1, 1], [1,−1] nastává ostré lokálníminimum.V bodě [0, 0] extrém nenastává.
Výpočet funkčních hodnot v extrémech.
evalf(subs(x=1,y=1,f(x,y)));
0.36787944120.3678794412
evalf(subs(x=-1,y=1,f(x,y)));
−0.3678794412− 0.3678794412
5.2.2. Řešení konkrétní úlohy z praxe
V reálném životě je situace poněkud komplikovanější, protože problém zpočátku není for-
mulován matematickým jazykem, ale pojmy užívanými v rámci daného oboru. Na ukázku
uveďme konkrétní problém, kterým se nedávno zabývala firma ABB s.r.o. se sídlem v Brně.
Tato firma byla oficiálně založena roku 1991. ABB s.r.o. je číslo 1 v oblasti silnoproudé
elektrotechniky. Z řad energetických, průmyslových a obchodních společností nabízí kom-
pletní sortiment technologie vyspělých výrobků, služeb a řešení, která jim umožňují co
nejspolehlivější a nejefektivnější výrobu, přenos a distribuci elektrické energie, tepla a
vody. ABB poskytuje komplexní služby v oblasti výstavby a modernizace zařízení pro
přenos a rozvod elektrické energie.
Formulace úlohy
Firma ABB s.r.o. potřebovala vyřešit problém s optimálním průřezem jádra napěťového
transformátoru. Poté, co byla převedena tato úloha na matematický problém, šlo o násle-
dující problematiku.
Bylo třeba vepsat do kruhu takový počet obdélníků, aby byl průřez co největší. V této
úloze se problém řešil pro jeden až pět obdélníků. Vstupem byl průměr kruhu, který byl
d = 2r. Výstupem je poté poměr mezi obsahem obdélníka a obsahem kruhu, který byl
označen řeckým písmenem eta: η = Srectangle
Scircle
.
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Řešení úlohy
Z důvodu dlouhého výpočtu zde bude uvedena ukázka řešení jen pro jeden a pět obdélníků.
Varianta pro jeden obdélník:
V tomto případě se jednalo o vepsání čtverce do kruhu. Výpočet:
a^2+a^2=d^2;
2a2 = d2
a:=sqrt(d^2/2);
a :=
√
2
√
d2
2
S square:=a^2;
Ssquare :=
d2
2
S circle:=Pi*(d/2)^2;
Scircle :=
Πd2
4
eta i:=S rectangles/S circle;
etai :=
4Srectangles
Πd2
eta i:=evalf(subs(S rectangles=S square,S circle=S circle,eta i));
etai := 0.6366197722
side square:=evalf(a);
sidesquare := 0.7071067810
√
d2
x coor:=side square/2;
xcoor := 0.3535533905
√
d2
y coor:=x coor;
ycoor := 0.3535533905
√
d2
Řešení: Souřadnice vrcholu A:
A[0.3535533905d, 0.3535533905d]
Strana čtverce:
a = 0.7071067810d
Koeficient η:
η = 0.6366197722 = 63.7%
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Obrázek 5.2: Řešení prvního problému
Varianta pro pět obdélníků:
a 1^2+a 2^2=(d/2)^2;b 1^2+b 2^2=(d/2)^2;
a 12 + a 22 =
d2
4
, b 12 + b 22 =
d2
4
c 1^2+c 2^2=(d/2)^2;
c 12 + c 22 =
d2
4
S quarterrec:=c 1*c 2+b 1*(b 2-c 2)+a 1*(a 2-b 2);
S quarterrec := c 1c 2 + b 1(b 2− c 2) + a 1(a 2− b 2)
a 1:=sqrt((d/2)^2-a 2^2);
a 1 := (
√
d2 − 4a 22
2
)
b 1:=sqrt((d/2)^2-b 2^2);
b 1 := (
√
d2 − 4b 22
2
)
c 1:=(d/2)^2-c 2^2;
c 1 :=
√
d2 − 4c 22
2
Eq1:=diff(S quarterrec,a 2);
Eq1 :=
2(a 2− b 2)a 2√
d2 − 4a 22 +
√
d2 − 4a 22
2
)
Eq2:=diff(S quarterrec,b 2);
Eq2 :=
2(b 2− c 2)b 2√
d2 − 4b 22 ) +
√
(d2 − 4b 22)
2
−
√
d2 − 4a 22
2
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Eq3:=diff(S quarterrec,c 2);
Eq3 := −3c 22 + d
2
4
−
√
d2 − 4b 22
2
sols:=evalf(solve(Eq1,Eq2,Eq3,a 2,b 2,c 2));
sols := [b 2 = 0.2178335508d, c 2 = −0.1272426299d, a 2 = 0.4121813476d]
[c 2 = −0.09315916180d, b 2 = 0.1603865199d, a 2 = −0.3157231836d]
[b 2 = −0.3535533906d, c 2 = −0.2120176280d, a 2 = −0.4528228411d]
[a 2 = 0.3016119217d, c 2 = −0.1319385674d, b 2 = −0.2256558593d]
[c 2 = 0.09315916180d, b 2 = −0.1603865199d, a 2 = 0.3157231836d]
[b 2 = −0.2178335508d, a 2 = −0.4121813476d, c 2 = 0.1272426299d]
[a 2 = 0.4528228411d, c 2 = 0.2120176280d, b 2 = 0.3535533906d]
[c 2 = 0.1319385674d, a 2 = −0.3016119217d, b 2 = 0.2256558593d]
b 2:=0.3535533908*d;
b 2 := 0.3535533908d
a 2:=0.4528228411*d;
a 2 := 0.4528228411d
c 2:=0.2120176280*d;
c 2 := 0.2120176280d
evalf(a 1);
0.2120176280
√
d2
evalf(b 1);
0.3535533904
√
d2
evalf(c 1);
0.4528228411
√
d2
S rectangle 5:=evalf(4*S quarterrec);
S rectangle 5 := 0.6683749876
√
d2d
eta i:=S rectangles/S circle;
eta i :=
S rectangles
S circle
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S circle:=Pi*(d/2)^2;
S circle :=
Πd2
4
eta 5:=evalf(expand(subs(S rectangles=S rectangle 5,S circle=S circle, eta i)));
eta 5 := 0.8510014646
√
d2
d
side1 centralrec:=evalf(2*c 1);
side1 centralrec := 0.9056456822
√
d2
side2 centralrec:=evalf(2*c 2);
side2 centralrec := 0.4240352560d
side1 secondrec:=evalf(2*b 1);
side1 secondrec := 0.7071067808
√
d2
side2 secondrec:=evalf(b 2-c 2);
side2 secondrec := 0.1415357628d
side1 secondrec:=evalf(2*a 1);
side1 secondrec := 0.4240352560
√
d2
side2 secondrec:=evalf(a 2-b 2);
side2 secondrec := 0.0992694503d
Řešení: Souřadnice bodů A, B, C:
A[0.2120176280d, 0.4528228411d]
B[0.3535533904d, 0.3535533908d]
C[0.4528228411d, 0.2120176280d]
Délky stran obdélníku uprostřed:
0.9056456822d× 0.4240352560d
Délky stran menšího obdélníku:
0.7071067808d× 0.1415357628d
Délky stran nejmenšího obdélníku:
0.4240352560d× 0.0992694503d
Koeficient η:
η = 0.8510014646 = 85.1%
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Obrázek 5.3: Řešení posledního problému
1st 2nd 3rd 4th 5th
η 63.7% 69.9% 78.7% 81.1% 85.1%
Tabulka 5.1: Tabulka vypočtených hodnot
Tato tabulka ukazuje procenta využití prostoru kruhu postupně pro 1− 5 obdélníků.
Snadno lze vyčíst, že nejvhodnější řešení je poslední, kdy otvor bude zaujímat 85.1%
prostoru kruhu.
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6. Závěr
V této bakalářské práci byla čtenářům vysvětlena problematika extrémů funkce jedné
a více proměnných, ukázán postup při jejich výpočtu a naznačeny numerické metody
řešení daného problému.
Byla ukázána možnost výpočtu extrémů funkce v matematickém softwaru Maple. Pro
názornost se řešila úloha pro firmu ABB s.r.o., na které můžeme vidět, že výpočet ex-
trémů funkce je pomocníkem i v praxi. Oborem, který využívá výpočtů extrémů funkce je
optimalizace. Tento obor řeší množství úloh, které vedou k výpočtu extrémů funkce, je to
například nalezení maximálního zisku při minimálních nákladech, nejrychlejšího způsobu
výroby, nejkratší cesty, atd.
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7. Seznam použitých zkratek
a symbolů
Ua okolí bodu a
df(a) diferenciál funkce
f
′
(x) derivace funkce
∂f
∂xi
parciální derivace funkce podle i-té proměnné
D matice kvadratické formy
Dk(a) subdeterminant
κ kvadratická forma
L(x1, . . . , xn) Lagrangeova funkce
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